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Espaces vectoriels

. Structure d'espace vectoriel

r1. Définition et exemples

Définition :
Soit K un corps (R, C ou Q). On appelle espace vectoriel sur le corps K ou K -ev tout ensemble (E, +, X) tel que :

1. (E,+) estun groupe commutatif

2. Vx,yeE, VA€K, A(x+y)=Ax+Ay

3. Vx€E, VA, ueK, (A+u)x=Ax+uxet Alux)=(Au)x
4. VY x€E, x.1y=x.

Définition :
On dit que X est une loi externe. Les éléments de K s'appellent des scalaires.

On note 0, ou 0 I'élément neutre de E. Les éléments de E s'appelent des vecteurs.

Exemple : Exemple :
K estun K-ev. C estun R-ev. Si E et F sontdeux K-ev: EXF=((X,y), X€E, VEF|
K" estun K-ev, ¥=(x,,%,,...,x,) (n-uplety  (%,9)+(Z,7)=(3+Z,5+7) et A(X,5)=(AX,A7) o
0,.=(0,0,...,0) On admet que (EXF,+,-)estun K-ev. 0, =(0g,0;).
Exemple : Exemples :
Si X est un ensemble non vide quelconque et £ un K -ev. —X=1I, E=R R’ estI'ensemble des fonctions
E* est I'ensemble des applications f qui vontde X dans E. réelles définies sur /
ftrg = x—= f(x)+g(x) — X=N, E=K K" est I'ensemble des suites
Af = x—Af(x) —K[X], I'ensemble des polyndmes
Op = x>0 —x=[1,n]x[1,pl, E=K K*=.4, (K)
On admet que (EX, +,-) estun K-ev.
r2. Reégles de calcul
Propriétés : Preuve p_qrtiglle_.; R R R
Soit £ un K-ev. 2. 0+0=0donc A0O+A0=A0
1. VX€E, 0-%=0 On pose ¥=A0
2. VaeK, A-0=0 I+I=F o F+IH(—F)=F+H(-F)
3. V(A,X)EKXE, A%¥=0 < A=0ou =0 ® X+0=0 © =0 « A0=0
4 VICE, (—1)F=—3 4 (-1)E=-F o (-1)F+i=0 o (~1)}F+(1)F=0
5. VX€E, VA, uekK, (A—p)X=a%—ux < (—141)x=0 < 0x=0 Vrai
6. VX, yeE, VA€K, A(X—y)=AX—AY.
1.3. Combinaison linéaire
Définition :
Soient E un K-ev, neN", X,,...,X, n vecteursde E.

n
On appelle combinaison linéaire de ces n vecteurs tout vecteur }:Z A X, AeK.
k=1
On peut généraliser avec une famille & quelconque de vecteurs de E en ne considérant que des sommes finies.



2. Sous-espaces vectoriels

2.1. Définition

Définition :
Soient £ un K-ev, FcE.Onditque F est un sous-espace vectoriel de E si F est stable pour + et -, c'est-a-dire :
-VXx,yeF, x+y€eF
-V yeF, VAeK, AZ€eF.

Théoreme de caractérisation :

Soient £ un K-ev, FCE.
F#0 Fel
F estun sous-espace vectoriel de £ < |V X yeF, X+y€F o s o
VieF, YA€K, AieF Vx,yeF, VYA, uekK, AX+u3yeF
o |F#A
VX ,yeF, YA€K, AX+yEF
Remarques : Preuve de la proposition :
— Pour montrer que F# 4, vérifier que 0,E€F. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.
— (0] et E sont des sous-espaces vectoriels de E . - FNGCE et FNG# M car 0,€F et 0,€G.
- VX, 56§FNG, YA€K, x,yeF et Xx,yeCG
Proposition :

AX+y€eF car F sous-espace vecoriel.
AX+y€G car G sous-espace vecoriel.
Donc AX+yEFNG.

Donc FNG est un sous-espace vectoriel de E .

L'intersection de deux sous-espaces vectoriels de E
est un sous-espace vectoriel de E.

2.2. Sous-espace vectoriel engendré par une partie

Définition :
Soit E un K-ev, X une partie non vide de E. On appelle sous-espace vectoriel engendré par X et on note Vect (X)
I'ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs de X .

Exemples_> L Propriétés :
Vect(0)=(0] — Vect (X) est un sous-espace vectoriel de E .
Si 20, Vect (@)={Aa, AeK| — Vect (X) est le plus petit sous-espace vectoriel qui contient X .
Vect(1, X, X)=K,[X] —XcY = Vect(X)cVect(Y).

—Si F est un sous-espace vectoriel de E, Vect(F)=F.

2.3. Somme de deux sous-espaces vectoriels

Définition :
Soit E un K-ev, F et G deux sous-espaces vectoriels de E .
On appelle somme de F et G etonnote F+G={y+Z, avec YEF, Z€G/.

Proposition :
F+G estun sous-espace vectoriel de E .

Preuve :

- F+GCE car FcE et GCE, et 6;+6;:6;€F+G (F et G sous-espaces vectoriels), donc F+G#4 .
- VX, X'€eF+G, YAeK, 3(,Z)eFXG tel que x=y+Z et A(¥',Z')EFXG tel que X '=y'+Z’
AX+I ' =AYHAZ+Y ' +Z2'=AY+Y ' +AZ+Z" (F et G sous-espaces vectoriels) Donc AX+X'€F+G

| ——
€F €G

Donc F+G est un sous-espace vectoriel de E .




2.4. Sous-espaces vectoriels supplémentaires

Définition :

Soit E un K-ev, F et G deux sous-espaces vectoriels de E .

On dit que F et G sont supplémentaires si tout vecteur de E se décompose de maniere unique en la somme d'un
vecteur de F et d'un vecteur de G, c'est-a-dire si VX€E, 3(y,Z)EFXG tel que x=y+7Z.

On écrit F®G=E («somme directe» ).

Proposition :
Soit E un K-ev, F et G deux sous-espaces vectoriels de E .
E=FeG o |E=FT0
FNG={0]
Preuve :
= : - F+GcEet VieE, 3(y,Z)€FXG tel que X=y+Z Donc ECF+G, Donc E=F+G.
- 0€FNG, et VIEFNG :
X €FE donc X se décompose en la somme d'un vecteur de F' et d'un vecteurde G : X = X+0 = 0+ X
er €G eF €G

Par unicité de la décomposition, ¥=0 Donc FNG={0]
< : E=F+G — Ecxistence.
Supposons 3(7,%),(',Z')EFXG telsque X =y+Z =7 '+
y b4 — Unicité.
TF e

3. Sous-espaces affines

3.1. Translations

Définition :
Soit E un K-ev. On appelle translation de E toute application de E dans E de la forme: X+—X+d ou dE€E.
On la note ;.

Propriétés :
—-Va,beE, L. ;=tot;=t;01;

—Va€EE, t. estbijectiveet £;' =t .
(E’+) - (TE)O)

a g ta

—Q : (ou T ,={translations de E|), est un isomorphisme surjectif (par définition)

et injectif (Ker (¢ )={a€E tels que r,=id,|=(0,})

3.2. Sous-espace affine

Définition :
Soit £ un K-ev. On appelle sous-espace affine de E I'image d'un sous-espace vectoriel de E par une translation.
W est un sous-espace affine si 3@ €E et IF sous-espace vectoriel de E tels que W=t,(F)={a+7y avec yEF|
On note W=a+F .

Remarques :
— a n'est pas unique. a€W. —F estunique, on le note parfois W. On l'appelle direction de W .
~VbeW, W=b+F. —F=[%—a, avec XEW, GeW].



Définition :
H Soit E un K-ev, W=d+F et V=b+G deux sous-espaces affines de £. On dit que W est paralleleaV si FcG.

Proposition :
‘ L'intersection de deux sous-espaces affines de E est soit vide, soit un sous-espace affine de E.

Preuve :
Soient W=a+F et W'=b+G
SiWnNW'#8, 3¢ceWnW ' : alors W=¢+F et W'=¢+G
11 suffit alors de montrer que WNW '=¢+FNG
c . VXeWnW', JiUeF tel que x=¢+1ii et AVEG tel que X=¢+V
Par soustraction, i=v € FNG Donc X€¢+FNG, donc WNW'cé¢+FNG
D : VXeE?+FNG, JuceFNG tel que X=¢+1u
XEW car u€F et xeW' car ueG
Donc WNW '=¢+FNG, donc WNW ' est un sous-espace affine de direction FNG.

Remarque :
On appelle parfois les éléments des sous-espaces affines des points :

Si W est un sous-espace affine de direction ', et A, BEW, W=A+F B=A+u u=B—A=AB

4. Applications linéaires

4.1. Définition

Définition : Remarque :
Soit E, F deux K -ev, feF". f lindaire = V%, y€E, VA, ueK, f(AZ+ud)=Af(%)+uf(3)
On dit que f est linéaire si : e VI, yeEE, VA€K, f(AX+Y)=Af(X)+f(D)

-VX,YeE, f(X+y)=

FE)+f()
—VxeE, YAeK, f(A%)=A

(35) Remarque : . .
f estlinéaire = f(0,)=0,.

Définitions :

On dit que f est un endomorphisme si f est linéaire et si E=F.

On dit que f est un isomorphisme si f est linéaire et bijective.

On dit que f est un automorphisme si f est linéaire, bijective, et si E=F.
On dit que f est une forme linéaire si f est linéaire et si F =K.

Définitions :

On note Z(E, F) l'ensemble des applications linéaires de E dans F .
On note #(E) I'ensemble des endomorphismes de E .

On note GL (E) I'ensemble des automorphismes de E .

Onnote E*=%(E,K) l'ensemble des formes linéaires de E.

Proposition :
‘ % (E, F) est un sous-espace vectoriel de F".

Preuve :
- Y(E,F)eF*
. 5c’|—>6; est linéaire : & (E, F)# &
- Vf,ge¥(E,F), VaeK, Vx,yeE, YA€k,
(o f+g)(AT+Y)=a f(AT+T)+8(AX+Y)=aA f(X)+ax f(F)+Ag(X)+g (F)=A(ex f+ ) (%) +(ex f+8)(F)
Donc xf+g€¥(E,F)

Donc % (E, F) est un sous-espace vectoriel de F*.



4.2. Image et noyau

Définitions :
Soient E et F deux K-ev, f€e¥Z(E,F).
On appelle noyau de f I'ensemble Ker(f)={X€E, f(X)=0,] i=Ker(f) & f(¥)=
(f)=lf(F), BEEE} yelm(f) < IXEE tel que f (%)=

On appelle image de f I'ensemble Im(

Proposition :
Soit fe¥ (E,F).
Ker ( f) est un sous-espace vectoriel de E, et Im( f) est un sous-espace vectoriel de F

BE OF, donc Ker (f)# &

Preuve : N
et 0, €Ker( f) car £(0,
donc Au+veKer(f)

—Ker(f)CE,
Viu,veKer(f), VAeK, f(Au+v)=Af@u)+f(v)=0

Donc Ker( f) est un sous-espace vectoriel de E
0,, donc Im(f)#0

—Im(f)<F, et 0,€Im(f) car £(0,)=0
Vy,y.-€lm(f), YAe€K, 3AX €E tel que f(X,)=Yy, et AX,EE tel que f(X)

AYi+3=Af(X)+f(5)=f(AX+X,), donc Ay +y,€Im(f)

Donc Im( f) est un sous-espace vectoriel de F

F’

Proposition : Remarque :
Soit fEX (E,F). N Y fe¥(E), Ker(f)cKer(f?) et Im(f*)cIm(f)
1. f estinjective < Ker(f)={0,] Eneffet, VieKer(f), £ (3)=f(f(%)=£(0)=0, donc x€Ker(f?)
Vyelm(f?), AXEE tel que y=f>(X)=f (f(X))€Im( f).

2. f estsurjective < Im(f)=F

Proposition :
Soit f€¥ (E, F). Les assertions suivantes sont équivalentes
1. Ker(f)=[0,}.

2. Vi€E, f(%)=0, = 0,.
3. f estinjective.

Preuve : N
1.=>2.: ‘v’er f(x ) 0, = xeKer(f)

0 = f(3-3)=0 = -y

Or, Ker(f)={0,}, donc X=0
y=0 = %=y = f estinjective.
Or, f etinjective donc X= OE, donc Ker(f)= {6;

2.=3. =

3.5 1. : 0, eKer(f) etV EKer(f), f(%)=0=r(0,)
Remarque :

Soient E, F , G trois K-ev, fEFE et gEGF.

go f=0 < Im(f)cKer(f).

4.3. Equations linéaires

Définition : R
Soient E et f deux K-ev, f€¥(E,F), beF.
On appelle équation linéaire toute expression du type f (X)=b

Exemples :
— Toute équation différentielle linéaire avec second membre
— Le systeme linéaire ax+tby=a qui donne 1'équation f(x,y)=(ax+by,cx+dy) (E=F=R?%)
cx+dy=8
— Toute suite arithmético-géométrique : soit u, eK" telle que u,,,=au,+b, avec a,beC, a#0, a#1
KN N KN

On peut alors poser f :
(un) = (un+l_aun)



Proposition :
L'ensemble des solutions de 1'équation linéaire f(X)=b est soit vide, soit un sous-espace affine de direction Ker(f).

Preuve :
Supposons que S# 0 : JGEE tel que f(d)=b. Il suffit alors de montrer que S=a+Ker(f).
> : Vi€d+Ker(f), Ai€Ker(f) tel que X=d+7
f(x)=f(@+7)=f(a)+f()=b+0,=b Donc X€S
c : VieS, f(X)=b=f(d) = f(Z-a)=0, = %—ae<Ker(f)

-

Or, X=d+ x—a €a+Ker(f)
eKer (f)
Donc S=a-+Ker(f) : S estun sous-espace affine de direction Ker ( f).

Remarque :
Si f est surjective, alors S# 4.

Si f estinjective, alors Card(S)=1.

Exemple :
Si on reprend la suite arithmético-géométrique précédente :

— Solution de 1'équation homogene : il suffit de trouver Ker( f).
(u,)€Ker(f) © Vn, u, ,=au, < (u,) est géométrique de raison a < u,=u,a" < (un)EVect((a"))
— Il reste a trouver une solution particuliere a I'équation u, ,=au,+ b : on cherche une suite constante u,=c.
b
l1—a
Donc S=c¢ +Vect((a") : 3AeK tel que u,=c+Aa"
u,=c+A < A=u,—c

c=ac+b & c= (a#1)

Donc u,=c+(u,—c)a".
4.4. Composition d'applications linéaires

Proposition :
‘ La composée de deux applications linéaires est une application linéaire.

Preuve :

Soient E, F,G trois K-ev, fe¥(E,F), ge¥%(F,G)
VX, X5,€E, VAEK, go f(AX+X,)=g(A f(X\)+f(X,))=Ago f(X))+g°f(x3) Donc gef estlinéaire.

Proposition :

Y(E,F) - %(E,G) . Y(F,G) - Y(E,G)
et Y
o= ogf g = g°of
@ et @ sont linéaires.

Soient ¢ :

Preuve :

-Vf,.f,€¥(E,F), VAeK, VZ€E,

QAL+ [,)(X) = go(A fi+£,)()=Age f(X)+go f,(X) =A@ (f)+@(f,)](X) Donc ¢ est linéaire.
-Vg¢,8€¥%(F,G), YAeK, VieE,

W(Ag+8,)(%) = (Ag+g,)o f(F)=Agog(X)+ge° f(X) =(Aw(g)+w(g,)|(¥) Donc ¢ est linaire.

Remarques :

_ gt f)=gofir8e s L, oprieté de distributivité.
(8,+8,)of=gof+8,°f
— (#(E),+, o] est un anneau.

— On note parfois g f pour gof, f> pour fof, f"pour fo..of.



4.5. Groupe linéaire

Proposition :
‘ La bijection réciproque d'un isomorphisme est un isomorphisme.

Preuve :
Soient E et F deux K-ev, fe€%(E,F )une fonction bijective.

Alors f~' : F—E estbijective, et V,,7,€F, VYA€K, 3IX,€E tel que y;=f(%;), AX,EE tel que y,=f (%)
FAFR)=f T RS @)+ (@)= FAT+T)|=AT +5=0 ()4 £ (3,) Done f ' est linéaire.

Proposition :
Soit E un K-ev.

L'ensemble des automorphismes de E est un groupe pour la loi o appelé groupe linéaire de E, noté GL(E).

Preuve :
o est une loi de composition interne dans GL (E) : la composée de deux automorphismes de E est un

automorphisme de E. o est associative. Le neutre est Id,. Tout automorphisme admet une bijection réciproque qui
est encore un automorphisme.

5. Projecteurs et symétries

5.1. Projection

Définition :
Soit £ un K-ev, F et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E :

VxeE, 3(y,Z)EFXG tel que X=y+7Z

On appelle projection sur F parallelement & G l'application p : f
X

Proposition :
1. pestlinéaireet pop=p
2. Im(p)=Ker(p—Id;)=F

3. Ker(p)=3G.
Preuve :
1. VXx,x'€eE, VAeK, 3(3,Z)eF XG tel que x=y+Z et A(y',Z')EFXG tel que X'=y'+Z".

+X'=Ay+y’ + Az+z' (il s'agit de 'unique décomposition de AX+X")
—_—— —_—
€F (s.ev.) €G (s.e.v.)

Donc p(Ax+X')=Ay+y'=Ap(x)+p(x’') Donc p estlinéaire.
pep(X)=p(¥), Or,3=3+0 donc p(3)=¥

€F €G
(X), donc pep=p
2. Im(p)cKer(p—Id,) : ¥€Ker(p—1d,) = (p—IdE)(?c)z_é o p(%)—3=0 < p(F)=X (vecteur invariant)
Vyelm(p), AXEE tel que y=p(X)
p(¥)=pep(X)=p(X)=y donc ¥ estinvariant, donc yeKer(p—Id,)
Ker(p—Id,)cF : VXeKer(p—Id,), X=p(X) €F par définition de p

FcIm(p) : VXEF, ¥=%+0 donc p(%)=%, donc ¥€Im(p)
€F  €G

Donc Im(p)=Ker(p—Id,)=F
3. VxeE, 3(y,Z)eF XG tel que x=y+7%
x€Ker(p) © p(x)=0 © y=0 & x

-

et p(X)=y.



5.2. Caractérisation des projecteurs

Définition :
Soit f€#(E).Onditque f estun projecteur s'il existe deux sous-espaces vectoriels F et G supplémentaires de E
tels que f est la projection sur F parallelement a G.

Proposition :

‘ Soit E un K-ev, peZ(E). Alors p est un projecteur < pop=p.

Preuve :
< : Onpose F=Ker(p—Id,) et G=Ker(p). F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E .

1l suffit alors de montrer que E=F &G :
Analyse : Soit X€ E. On suppose avoir trouvé (y,Z)EFXG tel que X=y+7Z.
JEF & p(3)=5 et 2€G < p(Z)=0
¥=y+Z = p(¥)=p(3)+p(Z)=3+0 Done j=p(%) et z=3—p(%)
Synthése : Soit X€E . On pose y=p(X) et Z=%—p(X).
p(3)=pe p(X)=p(X)=3F, donc FEF. p(Z)=p(x)=peop(¥)=p(¥)-p(¥)=0, donc Z€G.
y+Z=p(X)+xX—p(X)=x Donc E=F&G
VxeE, 3!(y,2)eFXG tel que x=y+7Z,et p(X)=y. Donc p est la projection sur F=Ker(p—1d;)
parallelement 2 G=Ker( p).

5.3. Projecteurs associés

Définition :
Deux projecteurs de E, p et g, sont dits associés s'il existe deux sous-espaces vectoriels F' et G supplémentaires
de E tels que p est la projection sur F parallelement a G, et g la projection sur G parallelement a F'.

Proposition :

Soient p et g€¥ (E). p et g sont des projecteurs associés < prq=ld;

peq=qep=x—0,

Preuve :
= : E=F&G donc VX€E, 3(7,Z)EFXG tel que x=y+7Z. p(X)=y et g(X)=2Z.
p(X)+q(%)=y+Z=% donc p+qg=Id,.
poq(%)=p(2)=0 (G=Ker(p)) qop(x)=¢(3)=0 (F=Ker(q))
< ptg=Id, = po(p+q)=pcld, = pop+pog=p = pep=p = p estun projecteur. De méme pour g.
p(3)=0 o —p(%)=0 donc Ker(p)=Ker(—p). Or, —p=g—Id,, donc Ker(p)=Ker(g—Id,).
De méme, Ker (g)=Ker(p—1d,), ce qui prouve que les projecteurs sont associés.

5.4. Symétries

Définition :
Soit E un K-ev, F et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaire de £ :
VxeE, 3(y,Z2)eFXG tel que Xx=y+Z

On appelle symétrie par rapport a F parallelement a G I'application s :

=i I

Propriété :
Si on note p la projection sur F parallelementa G, p(%)=5y
s(X)=y—-Z=2y-X=2p(X)-X%  Donc s=2p—Id,.

A




Proposition : Preuve :

1. s est linéaire 1. s estliénaire par combinaison d'applications linéaires.

2. sos=Id, sos=(2p—Id;)e(2p—Id,)=4pep—4p+1d,=4 p—4 p+1d,=Id,

3. F=Ker(s—Id,) XEF © p(X)=x © 2p(X)—x=% < s(¥)=x Donc F=Ker(s—1Id,)
4. G=Ker(s+1d,)

i€G = p(3)=0 & 2p(I)—%=—% = s(¥)=—% Donc G=Ker(s+Id,)

IV

Proposition :

Si s€¥(E) et sos=Id,, alors :
1. Ker(s—Id,)®Ker(s+1d,)=E
2. s estla symétrie par rapport a Ker(s—Id,) dans la direction de Ker(s+1d,).

Preuve :
s+1d,

1. Onpose p= €Y (E)

_(s+Id,)o(s+1d,) ses+2s+1d, s+1d,
prp= 4 4 T 2
paralleglement 2 G=Ker(p).
Ker(p—Id,)=Ker(s—Id,)=F Ker(p)=Ker(s+Id,)=G  Donc Ker(s—1Id,)®Ker(s+1d,)=E

2. Xx=y+7z, s(X)=s(y+7)=s(y)+s(z)=y—Z Donc s est la symétrie par rapport a F dans la direction de G .
€F €G

=p Donc p est la projection sur F=Ker(p—Id,)

U i e
KA AREK
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