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Espaces vectoriels

1.   Structure d'espace vectoriel

1.1.   Définition et exemples

Définition :
Soit K  un corps (R ,C  ou Q ). On appelle espace vectoriel sur le corps K  ou K -ev tout ensemble E , ,×  tel que :

1. E , est un groupe commutatif
2. ∀ x , y∈E , ∀∈K , xy = xy
3. ∀ x∈E , ∀ ,∈K ,  x=x x  et  x = x
4. ∀ x∈E , x .1K=x .

Définition :

On dit que ×  est une loi externe. Les éléments de K  s'appellent des scalaires.
On note 0E  ou 0  l'élément neutre de E . Les éléments de E  s'appelent des vecteurs.

Exemple :
K  est un K -ev. C  est un R -ev.

K n  est un K -ev , x= x1 , x2 , , xn  ( n -uplet)
0K n=0 , 0 , ,0 

Exemple :
Si E  et F  sont deux K -ev : E×F={x ,y  , x∈E , y∈F }
x ,y z ,t =xz ,yt   et x ,y =x ,y 
On admet que E×F , ,⋅ est un K -ev. 0E×F=0E ,0F .

Exemple :
Si X  est un ensemble non vide quelconque et E  un K -ev.

EX  est l'ensemble des applications f  qui vont de X  dans E .
fg = x↦ f  x g x 
 f = x↦ f  x 
0 EX = x↦ 0E

On admet que E X , ,⋅  est un K -ev.

Exemples :

− X=I , E=R R I  est l'ensemble des fonctions
réelles définies sur I

− X=N , E=K KN  est l'ensemble des suites
−K [X ] , l'ensemble des polynômes
− X=〚1 ,n〛×〚1 , p〛 , E=K K X=ℳ n , pK 

1.2.   Règles de calcul

Propriétés :
Soit E  un K -ev.

1. ∀x∈E , 0⋅x=0
2. ∀∈K , ⋅0=0
3. ∀ ,x ∈K×E , x=0 ⇔ =0 ou x=0
4. ∀x∈E , −1⋅x=−x
5. ∀x∈E , ∀ ,∈K , −x=x−x
6. ∀x ,y∈E , ∀∈K , x−y=x−y .

Preuve partielle :

2. 00=0  donc 00=0
On pose x=0
xx=x ⇔ xx−x =x−x 

⇔ x0=0 ⇔ x=0 ⇔ 0=0
4. −1⋅x=−x ⇔ −1⋅xx=0 ⇔ −1⋅x1⋅x=0

⇔ −11 ⋅x=0 ⇔ 0 x=0 Vrai.

1.3.   Combinaison linéaire

Définition :

Soient E  un K -ev , n∈N∗ , x1 , , x n n  vecteurs de E .

On appelle combinaison linéaire de ces n  vecteurs tout vecteur x=∑
k=1

n

k xk , k∈K .

On peut généraliser avec une famille ℱ  quelconque de vecteurs de E  en ne considérant que des sommes finies.



2.   Sous-espaces vectoriels

2.1.   Définition

Définition :
Soient E  un K -ev , F⊂E . On dit que F  est un sous-espace vectoriel de E  si F  est stable pour   et ⋅,  c'est-à-dire :
−∀x , y∈F , xy∈F
−∀x , y∈F , ∀∈K , x∈F .

Théorème de caractérisation :

Soient E  un K -ev , F⊂E .

F  est un sous-espace vectoriel de E ⇔ {
F≠∅
∀x ,y∈F , xy∈F
∀x∈F , ∀∈K , x∈F

⇔ { F≠∅∀x ,y∈F , ∀ ,∈K , xy∈F

⇔ {F≠∅∀x ,y∈F , ∀∈K , xy∈F

Remarques :

−Pour montrer que F≠∅ , vérifier que 0E∈F .

−{0E} et E  sont des sous-espaces vectoriels de E .

Proposition :
L'intersection de deux sous-espaces vectoriels de E
est un sous-espace vectoriel de E .

Preuve de la proposition :
Soient F  et G  deux sous-espaces vectoriels de E .
⋅ F∩G⊂E  et F∩G≠∅ car 0E∈F  et 0 E∈G .
⋅ ∀x ,y∈F∩G , ∀∈K , x , y∈F  et x ,y∈G
xy∈F car F  sous-espace vecoriel.
xy∈G car G  sous-espace vecoriel.
Donc xy∈F∩G .

Donc F∩G  est un sous-espace vectoriel de E .

2.2.   Sous-espace vectoriel engendré par une partie

Définition :
Soit E  un K -ev, X  une partie non vide de E . On appelle sous-espace vectoriel engendré par X  et on note Vect X 
l'ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs de X .

Exemples :

Vect0={0 }
Si a≠0 , Vect a ={a , ∈K}
Vect1 , X , X 2=K2 [X ]

Propriétés :
−Vect X   est un sous-espace vectoriel de E .
−Vect X   est le plus petit sous-espace vectoriel qui contient X .
− X⊂Y ⇒ VectX ⊂Vect Y .
−Si F  est un sous-espace vectoriel de E , Vect F=F .

2.3.   Somme de deux sous-espaces vectoriels

Définition :
Soit E  un K -ev , F  et G  deux sous-espaces vectoriels de E .
On appelle somme de F  et G  et on note FG={yz , avec y∈F , z∈G}.

Proposition :
FG  est un sous-espace vectoriel de E .

Preuve :

⋅ FG⊂E car F⊂E  et G⊂E , et 0E0E=0 E∈FG ( F  et G  sous-espaces vectoriels), donc FG≠∅ .
⋅ ∀x , x '∈FG , ∀∈K , ∃y ,z ∈F×G  tel que x=yz  et ∃y ' ,z ' ∈F×G  tel que x '=y 'z '
xx '=yzy 'z '=yy '

∈F

zz '
∈G

(F  et G  sous-espaces vectoriels) Donc xx '∈FG

Donc FG  est un sous-espace vectoriel de E .



2.4.   Sous-espaces vectoriels supplémentaires

Définition :
Soit E  un K -ev , F  et G  deux sous-espaces vectoriels de E .
On dit que F  et G  sont supplémentaires si tout vecteur de E  se décompose de manière unique en la somme d'un
vecteur de F  et d'un vecteur de G , c'est-à-dire si ∀x∈E , ∃!y ,z ∈F×G  tel que x=yz .
On écrit F⊕G=E ( « somme directe » ).

Proposition :
Soit E  un K -ev , F  et G  deux sous-espaces vectoriels de E .

E=F⊕G ⇔ {E=FG
F∩G={0}

Preuve :

⇒ : ⋅ FG⊂E  et ∀x∈E , ∃!y ,z∈F×G  tel que x=yz Donc E⊂FG , Donc E=FG .
⋅ 0∈F∩G , et ∀x∈F∩G :
x∈E  donc x  se décompose en la somme d'un vecteur de F  et d'un vecteur de G :x = x

∈F
 0
∈G
= 0

∈F
 x
∈G

Par unicité de la décomposition, x=0 Donc F∩G={0 }
⇐ : E=FG  Existence.

Supposons ∃y ,z  , y ' ,z ' ∈F×G  tels que x = yz = y 'z '
Alors y−y '

∈F

=z−z '
∈G

Or, F∩G={0} Donc y−y '=z−z '=0  Unicité.

3.   Sous-espaces affines

3.1.   Translations

Définition :
Soit E  un K -ev. On appelle translation de E  toute application de E  dans E  de la forme : x⟼ xa où a∈E .
On la note ta .

Propriétés :

−∀a ,b∈E , t
ab=ta° tb=tb° ta

−∀a∈E , ta  est bijective et ta
−1=t−a

− : E ,  T E , ° 
a ⟼ ta

(où T E={translations de E} ), est un isomorphisme surjectif (par définition)

et injectif (Ker ={a∈E  tels que ta=idE }={ 0E})

3.2.   Sous-espace affine

Définition :
Soit E  un K -ev. On appelle sous-espace affine de E  l'image d'un sous-espace vectoriel de E  par une translation.
W  est un sous-espace affine si ∃a∈E  et ∃F  sous-espace vectoriel de E  tels que W=taF={ay avec y∈F }
On note W=aF .

Remarques :

−a  n'est pas unique. a∈W . −F  est unique, on le note parfois W .  On l'appelle direction de W .
−∀b∈W , W=bF . −F={x−a , avec x∈W , a∈W }.



Définition :

Soit E  un K -ev, W=aF  et V=bG  deux sous-espaces affines de E .  On dit que W  est parallèle à V  si F⊂G .

Proposition :
L'intersection de deux sous-espaces affines de E  est soit vide, soit un sous-espace affine de E .

Preuve :

Soient W=aF  et W '=bG
Si W∩W '≠∅ , ∃c∈W∩W ' : alors W=cF  et W '=cG
Il suffit alors de montrer que W∩W '=cF∩G
⊂ : ∀x∈W∩W ' , ∃u∈F  tel que x=cu  et ∃v∈G  tel que x=cv

Par soustraction, u=v ∈F∩G Donc x∈cF∩G , donc W∩W '⊂cF∩G
⊃ : ∀x∈cF∩G , ∃u∈F∩G  tel que x=cu

x∈W  car u∈F  et x∈W '  car u∈G
Donc W∩W '=cF∩G , donc W∩W '  est un sous-espace affine de direction F∩G .

Remarque :
On appelle parfois les éléments des sous-espaces affines des points :
Si W  est un sous-espace affine de direction F , et A , B∈W , W=AF B=Au u=B−A=A B

4.   Applications linéaires

4.1.   Définition

Définition :

Soit E , F  deux K -ev, f ∈FE .
On dit que f  est linéaire si :
−∀x ,y∈E , f xy = f x  f y 
−∀x∈E , ∀∈K , f x = f x 

Remarque :
f  linéaire ⇔ ∀x , y∈E , ∀ ,∈K , f xy= f x  f y 

⇔ ∀x , y∈E , ∀∈K , f xy = f x  f y

Remarque :

f  est linéaire ⇒ f 0E =0F .

Définitions :
On dit que f  est un endomorphisme si f  est linéaire et si E=F .
On dit que f  est un isomorphisme si f  est linéaire et bijective.
On dit que f  est un automorphisme si f  est linéaire, bijective, et si E=F .
On dit que f  est une forme linéaire si f  est linéaire et si F=K .

Définitions :
On note ℒ E , F  l'ensemble des applications linéaires de E  dans F .
On note ℒ E  l'ensemble des endomorphismes de E .
On note GL E  l'ensemble des automorphismes de E .
On note E∗=ℒ E ,K   l'ensemble des formes linéaires de E .

Proposition :

ℒ E , F  est un sous-espace vectoriel de F E .

Preuve :

⋅ ℒ E , F ∈FE

⋅ x⟼0 F  est linéaire : ℒ E , F ≠∅
⋅ ∀ f ,g∈ℒ E , F  , ∀∈K , ∀x ,y∈E , ∀∈K ,
 f g xy = f xyg xy = f x  f y  gx g y = fg x  fg y 
Donc  f g∈ℒ E , F 

Donc ℒ E , F  est un sous-espace vectoriel de F E .



4.2.   Image et noyau

Définitions :
Soient E  et F  deux K -ev , f ∈ℒ E , F .
On appelle noyau de f  l'ensemble Ker f ={x∈E , f x =0F } x=Ker  f  ⇔ f x =0 F

On appelle image de f  l'ensemble Im f ={ f x  , x∈E } y∈Im  f  ⇔ ∃x∈E  tel que f x =y

Proposition :
Soit f∈ℒ E , F .
Ker  f   est un sous-espace vectoriel de E , et Im  f  est un sous-espace vectoriel de F .

Preuve :

−Ker  f ⊂E , et 0E∈Ker f  car f 0E =0 F , donc Ker  f ≠∅
∀u ,v∈Ker  f  , ∀∈K , f uv = f u  f v =0F , donc uv∈Ker  f 
Donc Ker  f   est un sous-espace vectoriel de E .

− Im  f ⊂F , et 0F∈Im  f   car f 0E =0F , donc Im  f ≠∅
∀y1 ,y2∈Im  f  , ∀∈K , ∃x1∈E  tel que f x 1=y1  et ∃x 2∈E  tel que f x2=y2

y1y2= f x 1 f x2 = f x 1x 2 , donc y1y2∈Im  f 
Donc Im  f   est un sous-espace vectoriel de F .

Proposition :
Soit f∈ℒ E , F .

1. f  est injective ⇔ Ker  f ={0E}

2. f  est surjective ⇔ Im  f =F

Remarque :

∀ f ∈ℒ E  , Ker  f ⊂Ker  f 2  et Im  f 2 ⊂Im  f 
En effet, ∀x∈Ker  f  , f 2

x = f  f x = f 0=0 , donc x∈Ker  f 2


∀y∈Im  f 2  , ∃x∈E  tel que y= f 2 x = f  f x ∈Im  f  .

Proposition :
Soit f∈ℒ E , F .  Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Ker  f ={0 E}.
2. ∀x∈E , f x =0F ⇒ 0E .
3. f  est injective.

Preuve :

1. ⇒  2. : ∀x∈E , f x =0F ⇒ x∈Ker  f  Or, Ker  f ={0E }, donc x=0 E

2. ⇒  3. : ∀x ,y∈E , f x = f y ⇒ f x − f y =0 ⇒ f x−y =0 ⇒ x−y=0 ⇒ x=y ⇒ f  est injective.
3. ⇒  1. : 0E∈Ker f   et ∀x∈Ker f  , f x =0= f 0E  Or, f  et injective donc x=0E , donc Ker  f ={0E}

Remarque :

Soient E , F ,G  trois K -ev , f∈FE  et g∈GF .
g° f=0 ⇔ Im  f ⊂Ker  f  .

4.3.   Équations linéaires

Définition :

Soient E  et f  deux K -ev , f ∈ℒ E , F  , b∈F.
On appelle équation linéaire toute expression du type f x =b .

Exemples :
−Toute équation différentielle linéaire avec second membre.

−Le système linéaire {a xb y=c xd y=
 qui donne l'équation f  x , y=a xb y ,c xd y  ( E=F=ℝ2 )

−Toute suite arithmético-géométrique : soit un∈K
ℕ  telle que un1=aunb, avec a , b∈ℂ , a≠0 , a≠1

On peut alors poser f : Kℕ  Kℕ

un ⟼ un1−aun 



Proposition :

L'ensemble des solutions de l'équation linéaire f x =b  est soit vide, soit un sous-espace affine de direction Ker  f  .

Preuve :

Supposons que S≠∅ : ∃a∈E  tel que f a =b . Il suffit alors de montrer que S=aKer  f .
⊃ : ∀x∈aKer  f  , ∃t∈Ker  f   tel que x=at .

f x = f at = f a f t =b0F=b Donc x∈S .
⊂ : ∀x∈S , f x =b= f a ⇒ f x−a =0F ⇒ x−a ∈Ker  f 

Or, x=a x−a
∈Ker  f 

∈aKer  f 

Donc S=aKer  f  : S  est un sous-espace affine de direction Ker  f .

Remarque :
Si f  est surjective, alors S≠∅ .
Si f  est injective, alors Card S =1.

Exemple :
Si on reprend la suite arithmético-géométrique précédente :
−Solution de l'équation homogène : il suffit de trouver Ker f .
un∈Ker  f  ⇔ ∀ n , un1=aun ⇔ un   est géométrique de raison a ⇔ un=u0a

n ⇔ un∈Vect an 
− Il reste à trouver une solution particulière à l'équation un1=au nb  : on cherche une suite constante un=c .

c=acb ⇔ c=
b

1−a
(a≠1)

Donc S=cVect an  : ∃∈K  tel que un=ca
n

u0=c ⇔ =u0−c
Donc un=cu0−c a

n .

4.4.   Composition d'applications linéaires

Proposition :
La composée de deux applications linéaires est une application linéaire.

Preuve :
Soient E , F ,G  trois K -ev , f∈ℒ E , F  , g∈ℒ F ,G 
∀x1 ,x 2∈E , ∀∈K , g° f x1x2 =g  f x 1 f x2 =g° f x1 g° f x 2 Donc g° f  est linéaire.

Proposition :

Soient  : ℒ E , F   ℒ E ,G 
f ⟼ g° f

et  : ℒ F ,G   ℒ E ,G 
g ⟼ g° f

  et   sont linéaires.

Preuve :
−∀ f 1 , f 2∈ℒ E , F  , ∀∈K , ∀x∈E ,
 f 1 f 2 x  = g° f 1 f 2 x = g° f 1 x g° f 2 x  =  f 1 f 2 x  Donc   est linéaire.

−∀ g1 ,g2∈ℒ F ,G  , ∀∈K , ∀x∈E ,
g1g2x  =  g1g2 ° f x =g1°g x g2° f x  = g1g2 x  Donc   est linéaire.

Remarques :

− {g° f 1 f 2=g° f 1g° f 2

g1g2 ° f =g1° fg2° f
 propriété de distributivité.

− ℒ E  , , °   est un anneau.
−On note parfois g f  pour g° f , f 2  pour f ° f , f n  pour f °° f .



4.5.   Groupe linéaire

Proposition :
La bijection réciproque d'un isomorphisme est un isomorphisme.

Preuve :

Soient E  et F  deux K -ev , f∈ℒ E , F une fonction bijective.

Alors f−1 : F E  est bijective, et ∀y1 ,y2∈F , ∀∈K , ∃!x1∈E  tel que y1= f x1 , ∃!x 2∈E  tel que y2= f x2 

f−1
y1y2= f −1

 f x1 f x 2= f −1
 f x1x2 =x1x2= f

−1
y1 f −1

y2 Donc f−1  est linéaire.

Proposition :
Soit E  un K -ev.
L'ensemble des automorphismes de E  est un groupe pour la loi °  appelé groupe linéaire de E , noté GLE .

Preuve :
°  est une loi de composition interne dans GL E  : la composée de deux automorphismes de E  est un
automorphisme de E . °  est associative. Le neutre est IdE . Tout automorphisme admet une bijection réciproque qui
est encore un automorphisme.

5.   Projecteurs et symétries

5.1.   Projection

Définition :
Soit E  un K -ev , F  et G  deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E :
∀x∈E , ∃!y ,z ∈F×G  tel que x=yz

On appelle projection sur F  parallèlement à G  l'application p : E  F
x ⟼ y

Proposition :
1. p  est linéaire et p° p= p
2. Im  p=Ker  p−IdE =F
3. Ker  p=G .

Preuve :
1. ∀x ,x '∈E , ∀∈K , ∃!y ,z ∈F×G  tel que x=yz  et ∃!y ' ,z ' ∈F×G  tel que x '=y 'z ' .

p x =y  et p x ' =y ' , et xx ' =  yy'
∈F  (s.e.v.)

 zz '
∈G  (s.e.v.)

(il s'agit de l'unique décomposition de xx ' )

Donc pxx ' =yy '= p x  p x '  Donc p  est linéaire.
p° p x = p y  , Or, y= y

∈F
 0
∈G

donc p y =y

Donc p° px =p x  , donc p° p= p
2. Im  p ⊂Ker  p−IdE  : x∈Ker  p−IdE  ⇔  p−IdE x =0 ⇔ px −x=0 ⇔ px =x (vecteur invariant)

∀y∈Im  p , ∃x∈E  tel que y= p x 
py = p° p x = px =y donc y  est invariant, donc y∈Ker p−IdE 

Ker  p−IdE ⊂F : ∀x∈Ker  p−IdE  , x= p x  ∈F par définition de p
F⊂Im  p  : ∀x∈F , x= x

∈F
 0
∈G

donc px =x , donc x∈Im  p

Donc Im  p =Ker p−Id E =F
3. ∀x∈E , ∃!y ,z ∈F×G  tel que x=yz , et p x =y .

x∈Ker  p ⇔ p x =0 ⇔ y=0 ⇔ x=z ⇔ x∈G .

F

G

x

y

z



5.2.   Caractérisation des projecteurs

Définition :
Soit f∈ℒ E . On dit que f  est un projecteur s'il existe deux sous-espaces vectoriels F  et G  supplémentaires de E
tels que f  est la projection sur F  parallèlement à G .

Proposition :
Soit E  un K -ev , p∈ℒ E  . Alors p  est un projecteur ⇔ p° p= p .

Preuve :

⇐ : On pose F=Ker  p−IdE   et G=Ker  p . F  et G  sont deux sous-espaces vectoriels de E .
Il suffit alors de montrer que E=F⊕G :
Analyse : Soit x∈E . On suppose avoir trouvé y ,z ∈F×G  tel que x=yz .

y∈F ⇔ p y =y et z∈G ⇔ pz =0
x=yz ⇒ p x =p y pz =y0 Donc y= px   et z=x− px 

Synthèse : Soit x∈E . On pose y= px   et z=x− p x  .
p y= p° px = p x =y , donc y∈F . p z=p  x − p° p x = px − p x =0 , donc z∈G .
yz= p x x−p x =x Donc E=F⊕G

∀x∈E , ∃!y ,z∈F×G  tel que x=yz , et p x =y .  Donc p  est la projection sur F=Ker p−IdE 

parallèlement à G=Ker p .

5.3.   Projecteurs associés

Définition :
Deux projecteurs de E , p  et q , sont dits associés s'il existe deux sous-espaces vectoriels F  et G  supplémentaires
de E  tels que p  est la projection sur F  parallèlement à G , et q  la projection sur G  parallèlement à F .

Proposition :

Soient p  et q∈ℒ E  . p  et q  sont des projecteurs associés ⇔ { pq=Id E

p°q=q° p=x⟼0E

Preuve :

⇒ : E=F⊕G  donc ∀x∈E , ∃!y ,z ∈F×G  tel que x=yz . p x =y  et q x =z .
p x q x =yz=x donc pq=IdE .
p°qx =p z=0 (G=Ker p) q° p x =q y=0 ( F=Ker q)

⇐ : pq=Id E ⇒ p° pq=p° IdE ⇒ p° pp°q= p ⇒ p° p= p ⇒ p  est un projecteur. De même pour q .
p x =0 ⇔ − p x =0 donc Ker  p =Ker −p . Or, −p=q−IdE ,  donc Ker p=Kerq−Id E .
De même, Ker q=Ker  p−IdE  , ce qui prouve que les projecteurs sont associés.

5.4.   Symétries

Définition :
Soit E  un K -ev , F  et G  deux sous-espaces vectoriels supplémentaire de E :
∀x∈E , ∃!y ,z∈F×G  tel que x=yz

On appelle symétrie par rapport à F  parallèlement à G  l'application s : E  E
x ⟼ y−z

Propriété :
Si on note p  la projection sur F  parallèlement à G , p x =y
sx =y−z=2y−x=2 p x −x Donc s=2 p−Id E .

G

F

x

z

ysx 

−z



Proposition :
1. s  est linéaire
2. s ° s=IdE

3. F=Ker s−IdE 

4. G=Ker sIdE 

Preuve :

1. s  est liénaire par combinaison d'applications linéaires.
2. s ° s=2 p−IdE °2 p−Id E=4 p° p−4 pIdE=4 p−4 pIdE=IdE

3. x∈F ⇔ p x =x ⇔ 2 p x −x=x ⇔ sx =x Donc F=Kers−IdE 

4. x∈G ⇔ p x =0 ⇔ 2 p x −x=−x ⇔ sx =−x Donc G=Ker sIdE 

Proposition :
Si s∈ℒ E   et s ° s=IdE , alors :

1. Kers−IdE ⊕KersIdE =E
2. s  est la symétrie par rapport à Kers−IdE  dans la direction de KersIdE .

Preuve :

1. On pose p=
sId E

2
∈ℒ E

p° p=
sIdE °sIdE 

4
=
s° s2 sIdE

4
=
sIdE

2
= p Donc p  est la projection sur F=Ker p−Id E

parallèlement à G=Ker p .
Ker p−IdE =Kers−IdE =F Ker  p=Ker sId E=G Donc Kers−IdE ⊕KersIdE =E

2. x=y
∈F
 z
∈G

, sx =s yz=sy sz=y−z Donc s  est la symétrie par rapport à F  dans la direction de G .

* * * * *
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